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Vorbemerkung. 


ie Frage, wenn um ein Dreieck der Kreis und in dasselbe der 
berührende gebildet wird , welches Verhältniss dann zwischen beider In- 
halten stattfinden kann, welches der höchste und kleinste Werth dessel- 
ben ist,. welche Relationen bei bestimmten Formen des Dreiecks zwischen 
der Verhältnisszahl der Inhalte und den Winkeln des Dreiecks stattfinden 
können u. s. w., gab dem Verfasser Veranlassung zu ähnlichen Untersu- 
chungen, und da demseiben nicht bekannt ist, ob solche Fragen schon 
von Anderen bearbeitet und gedruckt worden sind, so übergicbl derselbe 
hiermit seine Arbeit in einigen Losungen der Oeffentlichkeit. 

Es bezeichnen durchaus « und ß die spitzen Winkel eines Dreiecks 

und y den dritten. Die a gegenüberliegende Seite ist als Längeneinheit 
angenommen. 

Nachstehende Gesetze kommen besonders in Anwendung: 


IV 


Sind a und h reell und bezeichnen c und d, c^d gedacht, die 
Werllie, welche für p in A = ap b gesetzt, ^=0 liefern, 
so ist 

1) wenn c und d sich reell ergeben, 

A positiv , für p y> c und auch für p d ; 

A negativ, für p <Z c und p ^ d; 

2) wenn c und d imaginär werden, 

A positiv für alle reellen Werthe von p. 
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Eriste Aufgabe. 


n 

l/er Inlialt des um ein Dreieck beschriebenen Kreises soll sicli zu 
dem des in dasselbe eingeschriebenen Kreises wie n* zu 1 verhalten. Zu 
bestimmen : 

1. Die Gleichung zwischen a, /?, y und n. 

Es ist der Halbmesser des umschriebenen Kreises = r — ; der 

2smcK 

des innern s=sin^sin-^ : cos-^ und es entsteht daher die Gleichung: 


1) 4nstn ^ , sin ^sin^= 1. • 

II. Die Grenzen für n. 

ct [ 8 

Wird cos ^ gesetzt, so folgen für die Ableitungen 

des Produkts stn — sin ^ sin — nach « und /? die Ausdrücke 

i-»tn^cos^a + ^j und -i- sm ^ «o* ( ] und geben , gleich Null 
gesetzt, 

2) n*=4 als absolutes Minimum zu a = /?s=sy. 

Als Grenzwerth entsteht, sowohl wenn zwei Seiten der Parallelität 
nahe kommen, als auch, wenn die Summe zweier Seilen des Dreiecks 
nahe gleich der drillen wird, 

3) n* s=; unendlich gross. 

III. Die Relation zwischen a und «, wenn y=90® sein soll. 

Wird in 1) für sin ~ und sin ^45 — j für sin ^ einge- 
fuhrt, so entsteht 


4) n=. 


1 

sin a -^cos a — l 


und hieraus 


1 
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5) — 1 + /'2, also = 3 + 2/^2 als Mioimum zu a = 45®, 

sowie 

6} n=QD als Grenz wertli sowohl zu.a=0 als auch zu « = 90®. 

Zu allen Wertlien von = 3 +2/^2 bis n = qd existiren also 
rechtwinklige entsprechende Dreiecke; zu allen Werihen von n* = 4 bis 
n*<3 + 2/^2 aber nur spitzwinklige. 

Durch Entwicklung folgt aus 4) 

7) sm2« = zur Bestimmung von «, wenn n gegeben ist, 

' nr 

und zwar von n = 1 + 2 bis n = oo * 

IV. Die Gleichung zwischen y und n fürs gleichschenklige Dreieck, also 
für a = ß> 


^Yi^d 90— für « und ß in 1) geseUt, so folgt 


8) n = 



und hieraus 


9) n=2 als Minimum zu y=60®. 

Die Grenzwertlie bleiben die allgemeinen, unendlich gross. Aus 8) 
ergiebt sich 


10) sin 


ü _ J- + / 

2 ~ " V/ 


n — 2 


V "irr 


nnd es existiren daher zu allen Wertlien von n von n=2 bis n=QO 
immer zwei gleichschenklige Dreiecke. Ist n>l+v^2, so wird y 
stumpf; ist n< l+y^2, so wird y spitz. 


V. Die Abhängigkeit der Werthe von « und n von einander , wenn 
überhaupt entsprechende Dreiecke existiren sollen. 

Aus 4n sm stn cos — folgt 


1 1 ) sm| ~ ^ ^ hieraus, weil «in^ -^ + 

<T 1 sein muss, 

12) M> 

2sin^l 1 — sin 
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Die Entwicklung von sin ^ aus 12) giebt 
13) smj>^ j^l - und 

13) «» [l + /"(l— 

VI. Beispiele: 

1. Gegeben y = 90® und a=30®; gesucht n. 

M = 1 

2. Gegeben y=90® und n=10; gesucht er. 

stn2or— 0,21; a = 6®3'40". 

3. Gegeben a = ß; y=s72®; gesucht n, 

n= 2, 32014... 

4. Gegeben ct = ß; y=120®; gesucht n, 

n = 2 + fyT3. 

5. Gegeben a = ß: n = ||; gesucht y. 

y=77»21'51''; auch y=44«2'53^ 

6. Gegeben a=ß; n=20; gesucht y. 

y= 153® 59' 6"; auch y=2®5ö'2ö". 

7. Gegeben a = 36®; gesucht der Grenzwerth für 7 i. 

n>2,34164. 

8. Gegeben a = 36®; n = 3; gesucht ß, y. 

/9=40®2'2"; y= 103»37'58". 

9. Gegeben w = 4; gesucht der Grenzwerth für a. 

«>16« 50' 32". 

10. Gegeben n==4; a = 60®; gesucht ß und y. 

/? = 4®13'44"; y=115®46'16". 

Zusatz. Die Aufgabe: In ein Dreieck ist der berührende Kreis be- 
schrieben und die drei Berührungspunkte sind durch Gerade verbunden; 
es soll sich der Inhalt des äussern Dreiecks zu dem des innern wie n zu 

1 verhalten, führt auf die Gleiduing 2nsm-^ sin ^ sin ^ = 1 und die 

Uebereinstimmung derselben mit der hier gelösten, nur dass hier n die 
Stelle von n* einnimmt und nur 2, nicht 4, als Faktor vorkomrat, giebt 
zugleich die Lösung dieser neuen Aufgabe. 


Digltized by Google 


4 -— 


Zweite Anf^abe. 


Der Inhalt eines Dreiecks soll sich zu dem des in dasselbe einge- 
schriebenen Kreises wie n zu 1 verhalten. Zu bestimmen: 

1. Die Gleichung zwischen a, ß, y und n. 


Der Ausdruck für den Inhalt des Dreiecks ist 


sinßsmy 
2sma ’ 


der fü 


ß y 

den Halbmesser des Innern berührenden Kreises sin ^ sin ™ : 



wird nun 

V) n 7t durch m bezeichnet , so entsteht die Bedingungsgleichung 
II. Die Grenzen für m. 


Aus w = 


tg 


a+ß 


a ß 


folgt 


3) »n = 3y^3 als absolutes Minimum zu a-=*ß=y, sowie auch, dass 

4) w=oo der Grenzwerth für m ist. 

111. Die Gleichung zwischen a und m, wenn rechtwinklige Dreiecke ent- 
sprechen sollen. 

Wird in 2) 90® für y und 45® — für ^ gesetzt, so folgt 


5) 


« 


m = cotg 2 



oder auch 


6) ?n = 



und hieraus 


7) »1 = 3-1- 2/^2 als Minimum zu a = 45® und 

8) 7/1=00 als Grenzwerth sowohl zu ««=0 als aucli zu er =90®. 
Aus 6) entsteht 

9) 2^[m — l±/'(w»*r-67W + l)] 
und giebt nur Werlhe für «r, wenn 


10) m>3 + 2/'2 ist. 
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Zu allen Werthen fiir w von 3y^3 bis <C 3+2v^2 exisliren also 
nur spitzwinklige 5 zu »»=3"f*2^/^2 bis ^ oo rechtwinklige Dreiecke. 
IV. Die Gleichung zwischen y und m für gleichschenklige Dreiecke. 

ct ß 

Es entsteht, wenn 43 — ~ sowohl für als für in 2) gesetzt wird 

2(l + «»|-) 

11) m— : oder auch 

smy 


l + si»4 

12) m= . V » woraus hervorgeht, dass zu y=60® 

«in^ 1 — sm^ 

m = 3 y^3 ein Minimum wird , aber zugleich aus UI. erhellet, 
dass y ein spitzer Winkel bleibt von m = 3/^3 bis -«C3 + 2y^2, 
und erst dann stumpf wird , wenn »n ^ 3 + 2 ^2 angenommen 
wird, 

Soll y durch m ausgedrückt werden, so ergiebt sich aus 12) die 
Gleichung 

13) (w*+ 1) sin^ — (m»— 3) sm» + 3sm + 1 = 0 , welche 


2 — 2WI) 

16 ) ?!^ . 5 ausgedrückt, die Form 

17) a;* — ro5 — g = 0 annimmt. 

Es ist aber 27 der kleinste Werth von w*, für welchen 

I j* = I j wird ; für jeden grösseren entsteht immer | j ^ ( 2^ ) ’ 

so dass bei Lösung der Gleichung 17) der irreduktible Fall in Anwendung 
kommt. Wird daher g> aus 

18) cos^ = -| : bestimmt, so ergeben sich 

19) 2y^ 2 y/^ ^ cos 1 120 + und 2y^ ~cos| 240+^ j 
als die drei Wurzeln der Gleichung 17) und es nimmt dann, wenn 
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20 ) 

21 ) 


— 3 

27rt.y^(m* — 15) 
3 (m* 4“ 1 ) 

2 m . v^(w* — 15) 
die Gestalt an: 


durch h und 

durch k ausgedruckt wird, die Bedingung 17) 


22 ) 


• y 


h 4 - cos ^ 


• y 

sm^ 


Ä + cos ( 120 4 - 


(120 + 1)' 


stn 


A + cos(240 +|j 


2 A 

Weil aber in stetiger Aufeinanderfolge von »i*=27 bis »i*=ao 
q> alle Werthe von 180® bis 0 
h -A -L 


= 0 . 


i 

3 


“ 2 “, also 


der erste Faktor in 22) sm bis sin ~ — 1, 

- zweite - - sin 4 - - 7 - bis sin — 

- dritte - - - sin— — 4- bis sin 

durchläuft, der zweite daher immer ^ 0 bleibt, so reducirt sich die Be- 
dingung 22 ) auf folgende: 

A + cos (240 + -|)| 

ij = 0 , und aus 


23) 


A 4 “ cos 

• y 3 

2 k 


• y 


ihr folgen, nach Wiedereinführung der Werthe für r, q, h, k, zur 

Bestimmung von y durch m nachstehende drei Vorschriften: 

— 36 m* 4- 27 
24) cos<f = — . ; 

m(m* — lü)"«" 




— 3 4 * 2m cos (m* — 15) 


25) sin s= — 


und auch 


26) sin = 


3(m* 4-1) 
m* — 3 4- 2m cos ^ 240 


welche 


3(m* 4- 1) 

letzteren beiden Formeln, wenn =3|/^3 ist, dasselbe liefern, 
nämlich y == 60®. 
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V. Welche Abhängigkeit zwischen m und a nolhwendig statthnden muss, 
damit einem Dreieck entsprechende Wertlic für die beiden andern 
Winkel existiren? 

Aus 2) entspringt 

27) myl = 1 U 

2 mtg'^ 2 ^ 

und diese Formel kann nur dann Wertlie für ^ liefern, welche 
kleiner als 45* sind, wenn 

— 1 j und der Ausdruck für 

tg ^ kleiner als ] wird. 

Aus der zweiten dieser drei Bedingungen folgt aber 

28) tg^ ^ .m* — 2tg 0 und wird erfüllt 

so\¥ohl durch 

29) m > — [l -\-2tg^^ -\-2tg -^sec— oder 

^ 2L j 


m 


> 


2 ( 1 + »m 


sma 


oder auch 
8 cos* 


m 


> 


(“-t) 


smcc 


, als auch durch 


30) m < I 1 + 2 -^—2tg sec^ j oder 

y -2 L “ 


m 




sina 


, oder auch ?n ^ 


8«V(45— 2.) 


St na 


und es 


schliesst die in 29) obige erste m — > 1 schon in sich. 
Die dritte Nothwendigkeit fg-^< l liefert die Grenzbedingung 
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31) m<^ 


i+<j| 


<9 

w< /sf(^45 + -|- j.corsf-| 


oder 


welche indessen, da- 




a 




für alle Werthe von a 


allemal 


grösser als — L + | 2(j-|-sec-|- J ist. 


'Ja- 


ebenfalls ausser Betrachtung fallt, 

Von den beiden blos zu berucksiclitigenden Grenzbestimmungen in 
29) imd 30), nämlich 

2 


m 


> 


2(l+,in^y 2(l-,mfV 

-5^ ^ i- und m <-i ® ' 


— sina = sm« 

kann aber letztere nur in den Fällen in Anwendung kommen, wenn 




mehr als (vergl. U, 3)), also mindestens 3^3 


5tna 

liefert.. Die Gleichung 
2 / 1— «my \ 

32) ^^777-3^ = 3/^3 giebt aber die 


sma 


^ 1 — sin ~ j = 27 sm* y ^ ^ 

I 2 a Y 27 / 2 , . « \ 

( 7 2 / 4.7* \ 7 2 ) 


aus 


27 

4.7* 


= 0 


hervorgeht und nur 

33)sm-|=-i, also o= 16» 25' 35“ liefert. 

VVird daher 16° 25' 35'' gewählt, so kann m sowohl der Bedin- 
gung 29) als auch der 30) entsprechende Werthe haben; für alle Winkel 
a aber, die grösser als 16°25'35" sind, nur solche, wie sie die Bedin- 
gung in 29) ausdrückt. 
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VI. Die Grenzwerthe für a zu jedem Werlh vonm^ von m*=.3y^3 bis 
m = 00 . Aus 29) folgt 

34) (w* + 1 ) 5 in* — 3 ) ^ . 4 . 3 5 i*rt ^ +1^0 und hier- 

aus, ganz so wie in IV von 14) bis 26) bei derselben Bedeu- 

lUDg von cosq> wie in 24), dass in Beziehung auf das Zeichen 
% 

^ und folgende zwei Ausdrucke: 

w* — 3 + 2 m cos . y^(m* — 15) m^ — 34'2mcos| 240+^ j. — 15 

3(m*4“l) 3(m*-l-l) 

35) sin ~ nur zwischen beiden genommen werden kann. 


36) Dieselbe Bedingung geht ebenso aus 30) hervor , nur unter cos 5 p 


den Ausdruck 


m< — 3 6 m* + 27 
m(m 


*— 15)-i- 


verstanden. 


Die engeren dieser Grenzen sind in jedem speciellen Fall die ent- 
scheidenden; diejenigen, die o als stumpfen Winkel ergeben, fallen aus- 
ser Betracht. 


VII. Beispiele. 

1) Gegeben y = 90®; «*40®; gesucht m. 

Aus 111. folgt nahe m = 5,892. 

2) Gegeben ya«90®; m=:10; gesucht «. 

Aus 111. entsteht « = 14® 47' 49'' oder auch 

«==75 12' 11". 

3) Gegeben «=/?; y = 20®; gesucht m. 

Aus IV. ergiebt sich w = 8,01778.. 

4) Gegeben « = /S; y*100®; gesucht m. 

Aus IV. erhält man: m= 6,33405... 

5) Gegeben ct=ß; msaT’ gesucht y. 

Hier wird nach IV. g) = 61® 24' 52, 92" und dann y = 25® 0' 58" 

oder auch: y = 109®28'34". 

6 ) Gegeben ct = ß; m = 20; gesucht y. 

Es entsteht nach IV. g> = 15® 26' 51", und y = 6 ® 24' oder auch 
156® 56'. 

7) Gegeben «=60®; gesucht die Grenzen lur m. 
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Nach V. entstellt blos t»^3v^3. 

8) Gegeben a=12*; gesucht die Grenzen für m. 

Bis liefert V. 33) sowohl 11,73559 als auch 7,71356. 


Wird 

9) zu a = 12®; ms 12 gewählt, so ergeben sich nahe /9=59® und 
y=109«. Wird 

10) zu «sl2®; m — 1 angenommen, so kann kein Dreieck enU 
sprechen , weil m ig — 1 negativ wird. 


11) Gegeben m=10; gesucht die Grenzen für «. ^ 

m* — 36 m* 4* 27 


Nach VI. ei^cben sich zu coscp==. 


m(m* — 15)* 


jl — für a die Wer- 


AM 4 27 

the: 132® 44' 52" und )4®22'17"; zu cos<p — — aber 

m(m* — 15) *' 

die beiden 92® 50' 35" und 61® 34' 40" und es sind daher 14® 22' 17" 
und 61* 34' 40" die verlangten Grenzwerlhe. Wird 

12) zu m = 10 zwischen den Grenzen a=24® genommen, so ent- 
sprechen /?=23«15'52" und y=132«44'8". 


Dritte Aufgabe. 

« 

Der Inhalt eines Dreiecks soll sich zu dem des um dasselbe be- 
sclu'iebenen Kreises wie 1 zu n verhalten. 

Zu bestimmen: 

I. Die Gleichung zwischen a, ß, y und n. 

Sie wird 

1) = m gesetzt. 

2) m=z2sina8inß siny, 

II. Die Grenzwerthe für n. 

Es wird 'Btnasinß siny ein absolutes Maximum und zwar =-|-y^3 
für a = ß — y und der Greiuwerth für diess Produkt ist Null , woraus 
folgt, dass 

3) n alle Werthe von bis oo haben kann. 
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III. Die Vergleichung zwischen a und n, wenn werden soll. 

Es entsteht 


als Minimum zu y=60® und n =qo zu y«=180® als Grenzwerth, 
so dass also zu allen Werthen von n gleichschenklige Dreiecke 
existiren. 

Soll aus 7) / durch »i ausgedräckt werden , so entsteht 

8) 2msmy + w*=0, und diese Bestimmung wird identisch 
mit der 

9) [sm* y -\-y y + «] [»* »* y — y S* n y -f — 0 , wenn 

10) y* — 4m* y* — 4m* = 0; 

y*+2m , 

1 ») «= 


Es entspricht aber der Gleichung 10) nur ein reeller Werth für y* 
und dieser ist, wenn 

13) 2m*[l+/'(l — lfm*)] durch d* und 

14) 2m*[l — /^(l — Ifw*)] durch d* ausgedrückt wird, 

15) y*=d + d. 

Wählt man den positiven Werth für y, so wird der erste Faktor in 
9) für alle reellen Werthe von siny immer positiv, indem derselbe nur 
für imaginäre Werthe von $iny zu Null wird, und die Bedingung in 8) 
und 9) reducirt sich demnach auf folgende: 

16) sm*y — ysiny+* = 0 und giebt 



ecke entsprechen können von 

5) ny>n bis h=oo, also durchaus spitzwinklige von 

6) n =-f-7r/'3 bis nahe n — n. 


IV. Die Gleichung zwischen y und w, wenn a = /J werden soll. 
Sie wird , 90 — für « und ß gesetzt, 
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18) 1 + <M- (1 durch 6* ausgedrückt 

19) fs\ny = ^2m. 

In dem besondern Falle, wenn n = 7r, also m==l ist, wird 

20) (l — 8iny)(sin*y‘\-sin'^y + 8iny — 1) = 0 aus 7) und giebt 

21) y = 90®, sowie auch y=32®56'6^' als einzigen reellen Werth 
aus sm* y + sin* y + sm y — 1 = 0. 

V. Die Relation zwischen ct und n, damit entsprechende Werthe für ß 
und y existiren. 

Es entsteht aus 2) , wenn sin (a + ß) für sin y gesetzt wird : 

/ t t%o\ sinacosa — m , . ... 

22) cos(a+ 2ß) = : oder cos cc—m cosec a und hier- 

stna 

aus folgt die Bedingung: 

/ eosasina — w 

23) I : I ^ 1 > woraus 

\ sina / = 


23) n^~ r oder 

' =sin a (1 + cosa) 




a 


2sinacos^ 


folgt, und zu jedem für 


a gewählten Werth den Grenzwertli für n, der Bestimmung in 
3) entsprechend, liefert. 

Sollen umgekehrt zu jedem angenommenen Werth von n die Grenz- 
werthe für « ermittelt werden, so folgt 

25) für den besondern Fall n=7i; 32® 56' 6'' und für alle übri- 

gen Werthe von n die Bestimmung 

26) 8tn*a — 2msina-f* »n*^0 , woraus, ganz wie in IV. bei der- 
selben Bedeutung von d, d und b, sich 


27) ^ ^26^ — —•^2m als die beiden Grenzwerlhe für sina er- 


^j igeben. Sie selbst liefern ß*=y,; Zwischenwerthe aber geben ß 
und y verschieden. , . 

VI. Beispiele. „ ^ 

* ; iw Huf ■*> ^ ‘ ‘ f 

1) Gegeben y = 90® und et = 30®; gesucht n. 

n=i4*;r.^3. 

* ri * . 

2) Gegeben ys=90®; n — ^n; gesucht a. 

sm2a=-^; «=9®44'8''; oder 80® 15' 52". 
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3) Gegeben a = ß; y=40®; gesucht n. 

H — 0,8809086 . 7t, 

4) Gegeben a==/9; y=150®; gesucht n. 

n= 14, 92821. 71. 

5) Gegeben a=^ß; n=^n; gesucht y. 

Es folgt d = |t^2; 6‘=3, 9112126 

und von den vier Winkeln, welche sich ergeben, genügen der Gleichung 
2) nur die beiden: y = 49® 40' 59" und auch y=70®4l'27". 

^ 109 TT 

6) Gegeben a=p; n= ; gesucht y. 

Es entsteht d=-^^2; 6® = 1,755251 und für y ge- 

nügt von den vier sich ergebenden Winkeln der Bedingung in 2) nur der 
7® 10' 12" 

7) Gegeben a = 50®; gesucht der Grenzwerlh von n. 

0,79463. TT. 

8) Gegeben «==50®; n = n (nach 7)); gesucht /?, y. 

/? = 40®45'; y=89®15'. 

9) Gegeben n=7i; gesucht die Grenzwerthe für «. 

Es entsteht 1,485274; d = 0,897701 ; y = 1,543688 und di« 
Grenzwerthe von « werden 32® 56' 6" und 90® (wie in 21)). 

10) Gegeben n=7r; «=60® (nach 9)); gesucht ß, y. 

/? = 35®26'54^" 
y = 84®33' 5-J-". 


Vierte Angabe. 

Die Summe der Peripherien der vier die Seiten desselben Dreiecks 
tangentirendcn Kreise soll sich zu der Peripherie des um dieses Dreieck 
beschriebenen Kreises wie n zu 1 verhalten. 

Zu bestimmen : 

I. Die Gleichung zwischen «, /?, y und n. 

r • 1 ß y « ^ ß 7 • * 

Es sind cos ^ cos ; cos ; stn cos ^ : sm q" ; 

£ £ £ £ £ 
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ß y 
ton nin 


und nin ^ nin ^ 


a 


ton ^ die Halbmesser der vier 


tangenlirenden Kreise und es entsteht die Bedingungsgleichung 

1) ns=;2[l +cosa4- C05/9 + oder auch 

2) n = 4 + 2 nin ^ nin ^ sm 

II. Die Grenzen für n. 

Wird — coj(a+/?) für cony in 1) gesetzt, so geben die Ableitun- 
gen nach a und nach ß 

S) n = 5 als absolutes Maximum zu a^ß=y. 

Als Grenzwerüi ergiebt sich n=4, so dass also 

4) zu allen Werthen von n, die grösser 4 und höchstens =5 
sind, Dreiecke von der verlangten Eigenschaft eiistiren. 

III. Die Abhängigkeit der Werthe für a und n von einander, wenn 
y = 90® werden soll. 

Es entsteht 

5) n = 2.(14-si»cf + co»a) und hieraus auch 

6) cosa=-J[H — 2 + v/^(4 + 4n—n*;], 

Es folgt aus diesen Formeln, dass 2 + 2 ^2 der höchste Werth für 
n zu y = 90® ist, dass also nur von n>4 bis M=2 + 2y^2 rechtwink- 
lige Dreiecke entsprechen können. 


IV. Die Gleichung zwischen / und n für gleichschenklige Dreiecke, also 
für a=/?. 

Wird in 2) sowohl für a als lür ß 90 — gesetzt, so folgt 


7) » = 4+4^1 — nin^^nin ^ oder auch 

8) n=4 + 8sm*^45 — ^ 

9) nin = -J- [l ± /* (5 — w)J. 


sowie 


Diesen Formeln entsprechend existiren daher der Forderung genü- 
gende gleichschenklige Dreiecke für alle Werthe von n von n>^4 bis n=r5. 

V. Die allgemeine Abhängigkeit zwischen a und fi, damit zugehörige 
Wertlie für ß und y existiren. 
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Es entspringt aus 2) 


10) 8fn ( + /^ ) = 



und dieser Bedingung entsprechen nur dann Werthe für wenn 


Erstere ist schon in 4) ausgesprochen, und letztere giebt 

15) sin n)] und 

16) «•h|-<-|-[1+AS-»)]. 

VI. Beispiele. 

1) Gegeben y=90®; «=32®; gesucht n. 

n= 4,7559348. 

2) Gegeben y= 90®j n = 4^; gesucht «. 

. «=17» 6^ 52''. 

3) Gegeben a = ß; y = 40»; gesucht m. 

n = 4,9001694. 

4) Gegeben a — ß; y=160; gesucht n. 

n = 4,0598458. 

5) Gegeben ctr=ß; n = 4^; gesucht y. 

y=28»57'18"; auch 97»10'50". 

6) Gegeben a = ß; « = 4^; gesucht y. 

y = 23®4'26"; auch 157»2'36". 

7) Gegeben « = 50»; gesucht der Grenzwertl) für n. 

n< 4,9760484. 

8) Gegeben «=50»; nBx4,8; gesucht ß und y. 

/J = 38«37'8"; y*=91»22'52". 



13) h> 4; die zweite 
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9) Gegeben n=4,19; gesucht den Grenzwertli für ' 

a>5»43' 55''. 

10) Gegeben n = 449; a=8®; gesucht /J, y. 

/?=20»21'; y = 151»39'. 


% 


Fünfte Anfgrabe. 

Die Summe der Inhalte der vier die Seiten desselben Dreiecks tan- 
gentirenden Kreise soll sich zum Inhalt des um dieses Dreieck heschrie- 
henen Kreises wie n zu 1 verhallen. 

Zu bestimmen: 


I. Die Gleichung zwischen «> /?, y und n. 
Sie crgiebt sich 



\ 2 stfi a / 


und reducirt sich auf 




1) h = 8(1 — cos a cos ß cos y). 

II. Die Grenzen für n. 




Es ergiebt sich 

2) als absolutes Minimum zu' er = /9±=y und 

3) ns= 16 als Grenzwertb. ^ 

III. Die Vergleichung zwischen a^d M^^wenn y=90* sein soll. 
Es muss für jeden Werth voii'^’idiBiöäfl 

-V o .• . f-. 1% .1 - .j 

4) n=8 sein. 

IV, Die Vergleichung zwischen y und n, wenn a= ß werden soll. 
Es entsteht 


5) n = 8^ 1 — fin* 

6) cosy=:-^ß +^(n — 7)],* woraus hervorgeht, dass 

7) von n = 7 bis n < 16 zu jedem Werlhe von y gleichschenklige 
entsprechende Dreiecke exisliren , und zwar zu m = 7 bis m ^ 8 




und hieraus 




4 
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zwei spitzwinklige, zu ns =8 ein rechtwinkliges und zu n ^8 bis 
11^16 ein stumpfwinkliges. 

V. Für welche Abhängigkeit zwischen a und n überhaupt Werlhe für 
ß stattfinden können. 

Es folgt aus 1), wenn — co# (« + /?) für cosy gesetzt wird: 

8 ) cos (a + 2 /?) = und hieraus auch 

4coia 

^ — 0 

9) cos(a + 2^) + cosa=2co»(a +/?)cos/Js* ^ 


Aus 9) gellt hervor, dass 

10) für alle Werthe für n von »=*7 bis n< 8 ; cos(a-\-ß) negativ, 
also a + /^>^90® und y<C90®; 

11) für »= 8 ; coz(a + /?) = 0; also «+/?=90® und y=90®; 

12) lur alle Werthe von tt, von n ;>8 bis n<16; cos («+/?) po- 
sitiv, also a + /?<90® und dalier y>90® werden muss, und 
diesen Bedingungen entsprechend sollen nun die jedesmaligen 
Grenz -Werthe von n durch oe und von a durch n ausgedrückt 
werden. Es folgt 

13) zu n=: 7 für er der bestimmte Wertli 60® nach 2); 

n — 8 — ^cos^a 


14) zu h> 7 und n< 8 , dass 


^cosa 


negativ wird, also 


nur Werthe für ß sich ergeben, wenn 


84-4cof^cr — n 
4cosa 


< 1 wird, 


woraus 

n ^8 + 4eos*c( — 4cosa und die Bestimmung folgt, dass 
eosa nur zwischen - 5 - [ 1 + /*(» — 7)] und -|-[ 1 — 7)] 
genommen werden kann. 

15) zu w= 8 , dass a jeden Wertli von a>0 bis «<'90® anneh- 
men kann. 


16) zu I* ^8 und «< 16, dass der absolute Werth von - — - 
^ 4co«a 

kleiner als eosa hervorgehen muss, wenn sich ß positiv ergeben 

soll, woraus 


n<^S’{-Qcos^a und also 

^ /n — 8 - - 

cosa>^ -g— folgt. 


2 


f 
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Zu allen , diesen Festsetzungen entsprechenden zusammengehörigen 
Werlhen von a und n, bestimmt sich dann ß aus 8, und y aus 
180". 

VI. Beispiele. 

1) Gegeben a= /?; y=40®; gesucht m. 

n = 7,2831184. 

2) Gegeben a = ß; y = 120®; gesucht «. 

71=11. 

3) Gegeben a= ß ; 7i = 7*^; gesucht y. 

^ = 4l®24'35'' und auch y = 75®31'2l^ 

4) Gegeben a = ß; ti = 7,81; gesucht y. 

y=18«ll'42''; auch y=87®8'3^ 

5) Gegeben a=30"; gesucht die Grenzwerthe von n. 

n^ll — 2^3 und n<Cl4. 

6) Gegeben a = 30® und 5) entsprechend n = gesucht ß, 

/?=670 6a2". 

7) Gegeben gesucht die Grenzen für a. 

Zwischen a = 28" 57' 18" und a = 82" 49' 18". 

8) Gegeben t* = 7^ und 7) entsprechend, a = 60"; gesucht ß, 

/9 = 37"58'32". 

9) Gegeben a = 60"; gesucht die Grenzwerthe für n, 

n'^1 und 7»<C 10. 

10) Gegeben a = 60" und 9) entsprechend, n= 9; gesucht ß. 

/?= 15". 


fSeclifiite Angabe. 

Die Summe der Inhalte der drei die Seiten eines Dreiecks ausser- 
halb berührenden Kreise soll sich zu dem Inhalt des um dieses Dreieck 
beschriebenen Kreises wie ti zu 1 verhalten. Zu bestimmen : 


I. Die Gleichung zwischen a, ß, y und n. 
Sie ist 


Icos 1 CO, 1 ] 

3 

+ 

,m|co,|-'^ 

|,m 1-00,1 

2 

1 

l "‘f / 

, j 


(2 sma)* 
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und. reducirt sich auf 

1) n = 2[3-f co»« + cos/9 . . 

+ cos y — cos a cos ß — cos a cos — cos ß cos y — 3 cos a cos ß cos y]. 

II. Die Grenzwerlhe von n: 

> 

Wird in 1) — cos(a-+*/9) für cosy oder — cos(a-jry) für cos/? ge- 
setzt, so ergeben sicli für die ersten Ableitungen Produkte, in welchen 

im ersten Fall sin ^ ^ , im letzteren aber sin ^ ^ als Faktor er- 


scheint, und die Fortsetzung des Calcüls liefert 

2) » = X absolutes Minimum zu a =ß = y, ■ 

Als Grenzwertb ergiebt sich unmittelbar 

3) h=16. 

4 

III. Die Vergleichung zwischen a und n, wenn das Dreieck rechtwink- 
lich sein soll. 

Es entsteht, 90® für y und 90 — a für ß gesetzt, aus 1) 

4) n = 2 [3 + sma-I-cosof — stnacosa], woraus sich ergiebt 
- 5) n=5 + 2y/^2 als Minimum zu a = 45®, und 

6) n = 8 als Grenzwerth sowohl zu a = 0 als auch zu ct=*= 90®. 

Wird zu Werthen von n zwischen den beiden Grenzen in 5) und 6) 

und zu y=90® der entsprechende Werth von a gesucht, so ergiebt sich, 
/"2 sin (45 + a) für sin a + cos a und — sm* (45 -f a) für — sin a cosa 

gesetzt, 

7) 28in*(45-ba) — 2^2sin(45 + a) -f n — 7 = 0, woraus a sich 
bestimmt. 

IV. Die Gleicluuig zwischen y und n, wenn das Dreieck ein gleich- 
schenkliges werden soll und y der von den gleichen Seiten einge- 
schlossene Winkel. 

Wird für a und /? in 1) 90 — gesetzt, so folgt 


2 


2 
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10) als Grenzwerlhe: »=.8 zu y = 0 und MskIO zu y=180®. 

Soll zu jedem gewählten Werth von n zwischen den Grenzen tt*- 

und 10 der entsprechende Werth von y ermittelt werden, so folgt, wenn 
n = 8 ist , sehr einfach 

11) ausser y = 0 auch noch also y*92®14^2". 


Für alle übrigen Werthe von n entspringt zur Bestimmung von 
y aus 8) die Gleichung 

*y 12 «y 8 y 12» 

12) co$ec ^ cosec ^ ^ + g-^ = 0 

und diese wird identisch mit der 


13) ^ cosec* 2 * + y 2^ ( 


* y 

toter- ^ — y tötet 

m 



wenn 



8 Y 48(9-») / , 
8-n) (8-n)» V* 


8 \ 6*(54-7n) _ 

8 — *t/ (8— K)* ~ ’ 


Aus letzteren funt Gleichungen bestimmt sicli zu Jedem Werth von m 
zwischen 6-|- und 8 und zwischen 8 und 16 der entsprediende Werth von y. 
Zwischen den ersteren beiden Grenzen tritt im Allgemeinen für die Lösung 
der Gleichung 14) der irreduktible Fall ein ; liegt aber n zwischen 8 und 
16, so findet die Cardanische Formel Anwendung. 

V. Die Abhängigkeit zwischen n und a im Allgemeinen, wenn über- 
haupt der Gleichung 1), einem Dreieck angebörige Werthe, für die 
beiden andern Winkel entsprechen können. 

Wird, wie in II., y elimlnirt, so entsteht nach Anwendung der 
Gesetze: ^totx eoty — tot{x — y)+coz(» + y) und 

eotx — toty=:2tin - . tin ^^ ^ für «im*/ ^ + ß Jeine unreine qua- 


dratische Gleichung, und aus ihr folgt 
17) »I« (1 + /*) 

= (r+ä^)7^ [a-«.«)i±/’[8(i+*..«,--<H-3«„a)«]] 
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OT ^ 

worinnen auch 2/'25m*^ für (l — cosa)"^ und 

64 CO**-“ für (l + cosa)* 
gesetzt werden kann. 

Aus dieser Formel geht hervor, dass sie nur Reelles liefert, wenn 

fo. ^8(l+co*a)*_ - 

18) » ^ V T n ^ tst, ferner weil 

' = 1 -4- 3 co* « 

«»( 1^+/?) > «>» entstehen muss, dass auch 

19) n<8(l+co«*tt) sein muss; dann, weil ^ + nie den dritten 

JL 

Quadranten erreidien kann, dass (I — coso) ^ nie kleiner als 
^[8(1 cos a)* — (1+3 cos a) n] werden darf, woraus 

20) n ^ 7 + 6cosa + 3eos*cr folgt; endlich, da der Ausdruck für 

«m( ^ + j überschreiten darf, noch die nothwen- 

dige Bedingung 

21) » ^5 + 3co»*o + 8«m*^. 

lu Jedem besondcrn Falle sind die engeren Grenzen zu nehmen, 
wenn nicht die eine die andere schon in sich scbliesst oder auf imaginäre 
Formen führt, wozu die Untersuchung in VI. die nähere Bestimmung giebt. 

VI. In welchen Fällen von den Grenzen in 18) und 19) die eine oder 
die andere in Anwendung kommt. 

Beide werden gleich, sowohl wenn a=0, als auch wenn «=90* 
ist; in allen Zwischenlällen ist die in 18) die grössere, indem 1^ cos er 
ist, und es ist daher nur die 

n^8(l + cos“^a) 

zu berücksichtigen und die in 18) fällt ausser Betracht, die Fälle ausge- 
schlossen, wenn n zwischen 6^ und 8 gewählt wird, indem daun kein 
entsprechender Werth für a existirt, die Bedingung also keinen Grenz- 
werth liefert. In allen diesen Fällen kommt die Bestimmung 
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^ S{1 + cos a)* 

fl j j , 

= 1 + 3 cos cc 

welche nur Wcrlhe von n=8 bis n—l& gicbt, in Anwendung. 

Vll. In welchen Fällen von den Grenzen in 20) und 21) die eine oder 
die andere in Anwendung kommt? 

Beide geben denselben Winkel a, und zwar den aus der Gleichung 

22) cosec^ 1- cosec — 1 = 0 hervorgehenden , welcher zu 

23) cosec^ =i/^(4+2/’2)+J(4 + 2/'2) j den Werth 
0 = 85« 19' 14" gieht. 

Zu allen Werthen von ot, von a^O bis a<85®19'14" giebt2l), 
zu den übrigen von a>-85®19'14" bis a*s90® giebt 20) die Grenzbe- 
stimmung.. 

VlU. Die Grenzen für die Werthe von a, durch n ausgedrückt^ den 
vier Bedingungen in 18) bis 21) entsprechend. 

Aus 18) folgt 

24) (1 + cosa)® — ^ (1 + co*ß) + 0 und dieser Ausdruck 

zerlegt sich, wenn 

25) (f den ersten der Winkel bezeichnet, für welchen cos 9 >= — 
ist, in folgende drei Faktoren: 

26) 1-Fcosa — * 1 + cos — -y^ cos 1 120® 4--^ 

240» + I ). 

Weil nun von den hier nur in Betracht kommenden Grenzwerthen 
für n, von n=8 bis ?i = 16, der Winkel (p alle Werthe von 180® bis 

135®, folglich der 120® in stetiger Aufeinanderfolge alle von 180® 

«5 

bis 165 durchläuft, so wird der zweite dieser drei Faktoren immer po- 
sitiv, und es ergiebt sich die Bedingung, dass 

27) zu allen Werthen für n zwischen 8 und 16 der Winkel a zwi- 


1 + cos a — 
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sehen denen genommen werden muss, deren Cosinusse = — 1 + 3 

und = — 1 + y cos 1 240® + ^ j sind. 

Aus 19) folgt 


V n ~~ S 

— ^ für alle Wertlie für«, von «>8 bis« <16. 


(Vergl. VI.) 

Aus 20) ergieht sich 


^cos« + l + *y/ - g - = 


woraus 


« — 4 


29) cos V — ^ — hervorgehet, aber nur massgebend 

ist, wenn der Ausdruck reell wird und das Zeichen = für a 
weniger als 90® liefert. In solchen Ausnahnielallen kommt die 
Bestimmung 21) in Anwendung. 


a 


Aus 21) folgt, wenn 1 — 2sm^-^ für cosa gesetzt und dann cosec 


für ^ eingeführt wird, die Bestimmung: 

oA 4 12 2 I ^ “ I 12 A 1 

30) cosec* 75- — 5 cosec^ 77 -h 0 cosec 77 + 0 S 0 , und 

aus ihr sind die Grenzen für a ebenso wie in IV. aus 12) bis 
16) für y in jedem speciellen Fall zu entnehmen. 

In den beiden besonderen Fällen, wenn n=^ und auch, wenn 
n = 9 ist , wird die Untersuchung vereinfacht. 

Es ergiebt sich nämlich: 

Erstens zu « = ^; aus 14) 

31) y=+2/7 als einer der sechs Werthe, welche dieser Gleichung 
14) genügen, und zu diesem daun n = — 7 — y^7; z= — 7+/’7. 
Für diese zusammengehörigen Werthe zerfallt aber der Ausdruck 
in 12) in die vier Faktoren 

32) cosec-^ +/*7 + /'C 14 -f/^7); cosec ■^ + /’7— v/^U4+/'7); 

coaec— — /’7 + y^(l4 — v^7); cosec U4— •/'7) 
und da der erste und dritte immer Positives ergeben, so folgen 
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33) — /'T + |/^(14-{-/’7)und + /’7 + /'(l4 — v^7) alsdieCkenz- 
werlhe für cosec-^zu n=^. 

Zweitens zu n=9 

34) y®= 4 ( — 2+Jf9), woraus, wenn 

35) +/*(— 2 + V 9) durch 6 ausgedrOckt wird , sich die Grenzen 

36) 5 .^1 — 4 — J9+ yjtind 6 + 

er 

cosec — ergeben , von welchen aber, weil erstere a als stumpfen 
Winkel liefert, nur letztere bestimmend ist. 

IX. Beispiele. 

1) Gegeben y=9ö®; « = 30®; gesucht n. 

Es folgt aus III. n = 7 + JV'3 = 7,8660254.. 

2) Gegeben y = 90® ; n = 7,9 ; gesucht «. 

Aus in. 7) ergiebt sich: «=23®32^47^^ 

3) Gegeben a = ß; y=36®; gesucht n. 

Aus IV. entsteht: n = = 6,9807465 . . 

• 4) Gegeben «=»/?; y=120®; gesucht n. 

Alis IV. folgt n= = 10,946X524... 

5) Gegeben a=ß; n = 7; gesucht y. 

Aus IV. erhält man: 

— 8) — 320 = 0; cos gp = gesetzt, gp = 27®53'8", 

dann einen der sechs Werthe für y = /' (8 +.8 /'2 dos 9® 17' 42^7) = 
4,3778 ; ferner u=2,93887 ; »=4*49627 ; und die Faktoren in 13) werden : 

cosec^ ^ + 4,3778 cosec + 2,93887 und 
C05CC* ~ — 4,3778 eosec + 4,49627* 

Nur cosec 2~ = 2,73205 kann genügen und giebt ya=42®56'. 

6) Gegeben a = ß; it=I2; gesucht y. 
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Es folgt aus IV. 

+2)*+9(y*-f2) — 30 = 0; hieraus y*=0, 18085; 
y = 0,42526 ; w = 3,94193 ; * = — 0,76108 ; 
die Faktoren in 13) werden: 

co$ec + 0,42526 eotee + 3,94193 und 
eojfc*-^ — 0,42526 co»ee ^ — 0,76108. 

Es genügt nur cosee ^ = 1,11057 und giebt 128^26. 

7) Gegeben a = 60”; gesucht die Grenzwerthe Itkr n und für einen 
Zwischenwerth die lur ß und y. 

Aus V. und VI. finden sich hier 67 und 10 als die Grenzen für 
n und wird nun n=9 angenommen, so folgt atn(30+/^)=- 0,7; also 
/?=14»25'37 und dann y=105®34'32^ 

8 ) Gegeben a=87®; gesudit die Grenzen für n und für einen Zwi- 
schenwerth die entsprechenden Werthe für ß und y. 

Nach VI. und Vll. sind hier 7,322233 und 8,0219 die Grenzwerthe 
für M und wird n=7,7 gewählt, so giebt 17) für ß und y die Winkel 
von im6'3'' und 8l®43'57^ 

9) Gegeben » = 7 ; gesucht die Grenzen für a und für einen Zwi- 
schenwerth die entsprechenden für ß und y. 

Es folgt ganz wie im Beispiel 5, dass a^42®56' zu nehmen ist. 
Wird a = 60® zu n=7 angenommen, so ergeben sich die beiden andern 
Winkel =46®2r und 73ö39^ 

10) Gegeben n = 15; gesucht die Grenzen für et und einem Zwi- 
schenwerth entsprechend, die zugehörigen Werthe für ß und y. 

Es ergiebt sich a<C23*47^ 

Wird zu n=15; a = 20® gewählt, so folgt /?=1®21 ; y=158®39'. 


Siebente Angabe* 

Die Summe der Flächenräume der vier die Seiten desselben Dreiecks 
tangentirenden Kreise und der des um dieses Dreieck beschriebenen Krei- 
ses soll einer gegebenen Zahl p=^mn gleich werden. Zu bestimmen : 
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1. Die Gleichung zwischen a, y und m. 

Sie reducirt sich' auf 

1) 4»»sin*cf = 9 — Scosacos ß cosy, 
n. Die Grenzen für m. 

Aus dw^=*0 folgt «-1-2/9 = 180® und wird diese Bedingung in 
dm„=0 aufgenommcn , so entsteht 

2) (cosa — -J-)® — f|(fos« — ) — Ä=0, woraus für cosa folgende 
drei Ausdrücke sich ergehen : 

3) -T + /*f5Cös26«9'4li''; -1-— cos 33" 50M8f^' und 
-i-— /'fl cos 86» 9' 41^^ 

Nur der letztere kann genügen und giebt 

4) « = 81»36'32'^ , für welchen Winkel 

5) 7«= 2,17161 ein absolutes Minimum wird. 

■w 

.Als Grenzwerlh folgt unmittelbar aus 1) 

6) ;n=3 oD. 

Zu bemerken ist hierbei in Beziehung auf 5), dass für a = ß — y 
sich m=2-|-, also nicht als ein Minimum herausstellt, wie diess in den 
vorhergehenden Aufgaben der Fall war. 

III. Die Vergleichuung zwischen « und m, wenn ;/ = 90® sein soll. 

Es entsteht aus 1) 

7) 4msm*«=9, woraus folgt, dass nur 

8) zu m>2^ rechtwinklige Dreiecke entsprechen können. 

IV. Die Vergleichung zwischen y und /«, wenn «=/9 werden soll. 


Wird 90 — sowohl für « als für ß in 1) gesetzt, so folgt 

9 — 4cosy+ 4cos*y , 

9) m = — ^ oder 

2(1+ cos y) 


9 — 8 sin} ^ cos y 

und 

4cos*-^ 


10) cosy=-^[2 + m — ./’(/n*+12w — 32.»], woraus hervorgehl, dass 

11) für alle Werthe von m vom kleinsten in 5) ab, bis m<C4-|- das 
Dreieck spitzwinklig, für w = 4^ rechtwinklig; für m > 4-^ 
aber stumpfwinklig wird. 
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V. Für welche Relation zwischen a und m überhaupt aus 1) einem 
Dreieck entsprechende Werthe für ß sich ergeben können. ■ 


Durch Anwendung der Formel 


2 cos xeosy = cos (a? + y) + cos {x — y) 


entspringt aus 1) 

12) co«(a + 2/?) = 


4 m 8t a — 9 — 4 cos^ a 

4 C05 a 


, . ^ 9-}-4cos*a ^ 4m«m^a — 9 — 4cos*cf 

ist nun .. — » so muss cosa^ 


4 «m* a 

sein, und es ergeben sich die Grenzbestimmungen: 

- 9 + 4cos*a j ^9 + 8co»*cr 

m V und m < 


4 cosa 


4»tn*rt 


4 sm* Cf 


1> 

w> 


0 4 cc 

Ist aber m<C — — , also cos (a+ 2/9) negativ, so muss 

9 + 4cos*a — 4msm*a . j j ,r. , 

— sein , und die Grenzbestiinmungen werden 

, 9 + 4cos*ct . 

und m< — T-, — ; sind also 
4sm*a 


4 cosa 

9 + 4 cos * a — A cosa 
Asin^a 


-- . 9+4cos*a — 4cosö , , 9+8cos*of 

13) m> — ^ , YZ “"<1 


^sin^a 


4sm*ce 


Aus 12) ergiebt sich auch ausserdem 

4msin*of — 9 


cos (a -f ß) cos ß = 


8 cos a 


woraus sogleich erhellet, dass 

> 


14) wenn ^ | = | ^msiVa ist, dann a + ß | = j 90®, also 


y [ = j 90® wird. 


Die Grenzen für a durch m ausgedruckt, der Bedingung 13) ent- 
sprechend, werden: 

\ 

15) c6.o>-i-y'^^u„d 

letztere mit dem Zeichen — kommt nur in Betracht, wenn 
ist. 
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VI. Beispiele. 

1) Gegeben y=90*; ei=3; gesucht a. 

a=60®. 

2) Gegeben a = /J; y = gesucht m. 

m=2f. 

3) Gegeben assß; fn=:2-|*; gesucht y. 

eot y = — ; y = 52* 2«' 19". 

4) Gegeben a=aß; »1 = 4-5*; gesucht y. 

y«90®. 

5) Gegeben a = ß; w=10; gesucht y. 

co$y^ ; ■/«=U5»19'47». 

6) Gegeben a=60*; gesucht die Grenzen für »1. 

£s kann nt zwischen ^ und auch zwischen -|- und 7 hegen. 

7) I.ZU 6)] Gegeben a = 60®; m = 3-|-; gesucht ßy y. 

/y = 7®45'40-i-"; y=ll2»12M9^" 

8) [zu 6)] Gegeben a=60®; m = 3; gesucht ßj y. 

^=30®; y = 90®. 

9) Gegeben mas2,2; gesucht die Grenzen für a. 

Es folgt aus der zweiten Grenze in 15), dass a zwischen 75® 32' 
und 86® 25' liegen muss. 

10) [zu 9)] Gegeben: m = 2,2; a=s80®; gesucht ß und y. 

i?=33«45'; y = 66®15'. 

11) Gegeben »t«6; gesucht die Grenzen zu a. 

Es muss a zwischen 36® 12' 46" und 46® 47' 30" genommen 
werden. 

12) [zu 11)] Gegeben m = 6; «=*45®; gesucht ß und y. 

/J=12»8'51-^"; y=122®5r8-|-". 


Achte Anfg^abe. 

Zu Bestimmung eines Dreiecks ist gegeben: eine Seite desselben 
AB = a; der Halbmesser r des umschriebenen und der q des einge- 
schriebenen Kreises. 
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1. Lösung. 


Kann den Werthen von a, r, (> ein Dreieck oder können auch 
mehrere entsprechen , so ersclieint dann a als Sehne des mit r beschrie- 
benen Kreises und es köimen im Allgemeinen sowohl einerseits als ande- 
rerseits AB = a zwei unter sich congruente Dreiecke existiren , deren 
Winkel, AB gegenüber, sich zu 180** ergänzen. Zum spitzen Winkel 
sei , zum stumpfen sei der Eckpunkt und a bezeicline beide, 
wenn nur einer derselben gemeint ist; g> den Winkel in A, Die Bedin- 
gungsgleichungen zur Bestimmung von a und g> werden dann: 

1) 2rstnas:a, 


2) p ^ cotff j — fl 2u ab Ci» 


= a zu AB Ci» 


3) p / cotg ^ +fg j a a zu AB Cf» aus welchen beiden Letz- 


teren die 



IL Grenzbestimmungen. 


Es folgen aus 1) und 4) die beiden 
ö) 2r und 



und aus letzterer , weil sin nie =1 sein kann, 



Die Entwicklung von ttfi*~aus 1) giebt aber 



and es folgen daher aus 7) und 8) die Grenzbedingnngen 



r 
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oder, nach erfoJgter Reduktion, 

11) (a»+ (ßX_4^ay 


12) (a» + 4()*)*> 16r(» (a*— 4^*) zu ABC^. 

Ist nun Q und a>2(» gegeben, so folgen für r die Grenzformeln: 

13) r A nr 

= 16^ (a*— 4(i*) 

14) r <_i2l±ie.V 


16 (» (a* — 4()*) 


zu A B C.. 


Ist Q und r ^ 2ß gegeben und wird 

4p[2r — Q — 2 2r(»)] durch?* und 4(>[2r — (>+2Vtt"*— 2r(»)J 
durch 0* ausgedrückt, so muss 

15) a ^P, sowieso zu ABCi 

16) a von P bis Q zu ABC^ genommen werden. 

Ist r und ^ ^ 2 r gegeben und werden die Grenzen für g gesucht, 
so folgt aus 9) und 10), wenn 2r durch Ä*, 2r + « durch G* und 
2r — a durch bezeichnet wird, 

o*— 4p* G + JT 
a» + 4p*= 2Ä 

oraus allroählig 

4p*f2Ä + G+ir] <a*[2Ä — + 

8 p* [2 r ± /*(4 r»- «*)] < a* [2Ä — G ± J:J* ; 
4p*(G+^)*<a*(2Ä — G + JIT)*; 

2p < i (2Ä — G± Ä) <G+ Ä') ; 

2p<(G — Ä) (R±K) 
entsteht, also sich ergiebt, dass zu 

17) 2p^[/'(2r+a) — y^2r] [|/^2r + y^(2r — a)] und zu ABC 2 

f 

iS) 2p<[/*(2r-|- a) — /*2rJ[/'2r— /*(2r— a)] 
gewählt werden muss. ' • • 
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Es exisUrt demnach zu allen Werthen von 2(>, grösser als die obere 
Grenze, kein Dreieck; zwischen beiden Grenzwerthen , dieselben einge- 
schlossen, nur ein Dreieck AfiC, ; zu allen Werthen von aber, wel- 
che kleiner als die untere Grenze sind, existiren immer zwei Dreiecke 
ABCi und ABC^, 

Die Grenzen für 2q in 17) und 18) ergeben sich auch aus folgen- 
der Ansicht: 

In allen Dreiecken denselben a,r und also auch ctj entspre- 

chend, gehört zu dem, in welchen ACg^BC^ ist, der grösste Werth p, 
för Q und ebenso in allen Dreiecken ABC^ zu AC^ — BCj^ der grösste 
Werth p 2 fö** Q* 


22) atg^ = [y^(2r+a) — ./’2r] [/^2r^ /'(2r — «)] folgt und 

dann aus 19) dieselben Grenzen wie in 17) und 18) sich er- 
geben. 


1) Ist 0 = 10; p = 4; so ßillt der Grenzwerth für r zwischen 11 
und 12; zu r==12 wird a^ = 24® 37^ und y = 67®42' oder 
87®41'; zu r = 10 existirt für y kein Werth. 

2) Ist a = 20; p = 1, so fallt die Grenze für r zwischen 25 und 
26; zu r = 40 wird cfj = 14®28' und ip = 5®46^ oder 159®46'; 
zu r = 20; wird a, = 150® und 9 p = 7®39' oder 22®21^ 



und aus sin folgt 



«m* T- <T - 5 ' bleiben muss : 
4 * 



woraus 


Beispiele, nur in Minuten berechnet. 
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3) Ist reiQ; ^ = 2,5, so sind 3ö und 275 die Grenzen für a*; zu 
a = 9 folgt tt|=a30'* und 9 = 37*42' auch 112*18'; zu a = 18 
entsteht o = 90* und 9) = 19*37' oder 70*23'. 

4) Ist o = 2r, so folgt a = 90*; ^ — 1) r; zu p = 0,4r 

wird 9=36*52' oder 53*8'. 

5) Ist a=r, so wird ai = 30*; a| = 150* und ^ ^ 0,38366 o ; und 
<0,065825.0 zu ^ =-|- und aj=30* entspringt nur 

9 = 49*31' oder 100*29', 

zu p = •— und »2 = 150* eiisUrt 9 nicht, 
zu p = 0,05 a und »| = 30* wird 9=5*49' oder 
144* 10', 

zu p = 0,05 a und »2=150* entsteht 9 = 7*29' 
oder 22* 21'. 


Druck Ton H. W. Schmidt in HaHe. 
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